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La funzione Kernel

• Il learning dipende solo dal prodotto scalare dei vettori di 

esempio 

• Quindi dipende dalla Gram-matrix. In generale si definisce 

kernel la funzione:

•

• La funzione kernel produce il risultato a partire dagli oggetti 

iniziali

• Quando la mappatura  è l’identità abbiamo l’usuale prodotto 

scalare.

• Gli esempi compaiono nell’algoritmo di learning (ad es. il 

percettrone) solo attraverso i loro contributi al kernel
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Primo Vantaggio: 

rendere linearmente separabili gli esempi
• Mappare i dati in uno Spazio di Feature dove sono linearmente

separabili

(i.e. attributi feature)
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Esempio di una funzione di mappatura
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Due masse m1 e m2 , una vincolata

Applico una forza fa alla massa m1  

Esperimenti

Features m1 , m2 e  fa

Supponiamo di volere apprendere quando m1 si allontana da m2
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Considerando la legge gravitazionale di Newton

Dobbiamo determinare se f(m1 , m2 , r)<fa



Esempio di una funzione di mappatura
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Non esprimibile linearmente, quindi cambio spazio

)ln,ln,ln,(ln),,,(),,,( 2121 rmmfzyxkrmmf aa 

zyxcrmmCrmmf 2ln2lnlnln),,(ln 2121 

(1,1,-2,-1)(ln m1,ln m2,ln r, ln fa)+ ln C = 0, posso decidere 

senza errore se le masse si avvicinano o si allontanano

Poiché

0lnln2lnlnln 21  Crmmfa

Allora l’iperpiano è la funzione richiesta



Feature Spaces and Kernels
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• Feature Space
• Lo spazio di input è mappato in un 

nuovo spazio dotato di prodotto scalare 
F (detto feature space) attraverso una 
trasformazione (non lineare)

• Kernel
• La valutazione della funzione di 

decisione richiede il prodotto scalare ma 
mai i pattern rimappati in forma 
esplicita

• Il prodotto scalare viene calcolato 
attraverso la funzione kernel
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Funzione di classificazione: forma duale
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Notare che i dati appaiono solo nel prodotto scalare 

La matrice                          è chiamata Gram matrix 
, 1
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Possiamo riscrivere la funzione di decisione:

… e nel processo di aggiornamento

Algoritmo duale del Percettrone e le funzioni Kernel
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Kernels in Support Vector Machines 

• Nel problema Soft Margin SVMs si deve massimizzare:
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Usando le funzioni kernel possiamo riscrivere il problema 

come:



Definizione delle Funzioni Kernel

• Le funzioni kernel esprimono mappature implicite di 
questo tipo

11

m

m

n xxxxx  ))(),...,(),(()(, 21


          



Validità delle funzioni kernel (1)
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Validità delle funzioni kernel (2)

• L’idea principale di questa proposizione è che

se la Gram matrix è semidefinita positiva allora esiste il 

mapping  che realizza la funzione kernel, cioè uno 

spazio F in cui la separabilità è espressa in modo migliore
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Feature Spaces and Kernels

• Esempio di Kernel

• Polynomial kernel

• Se   d=2 e 
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Polynomial Kernel (n dimensions)
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General Polynomial Kernel (n dimensions)
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Polynomial kernel and 

the conjunction of features 
• The initial vectors can be mapped into a higher dimensional 

space (c=1)

• More expressive, as            encodes 

stock+market vs. downtown+market features

• We can smartly compute the scalar product as

17

)1,2,2,2,,(),(
2121

2

2

2

121
xxxxxxxx 

)( 21xx

),()1()1(

1222

)1,2,2,2,,()1,2,2,2,,()()(

22

2211

22112121

2

2

2

2

2

1

2

1

2121

2

2

2

12121

2

2

2

1

zxKzxzxzx

zxzxzzxxzxzx

zzzzzzxxxxxxzx

p2













Architettura di una SVM
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• Classificatore non lineare (basato su kernel)

• La funzione di decisione è

sono calcolate attraverso la soluzione 
del problema di  ottimizzazione
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String Kernel

• Given two strings, the number of matches between their 

substrings is computed

• E.g. Bank and Rank

• B, a, n, k, Ba, Ban, Bank, an, ank, nk

• R, a , n , k, Ra, Ran, Rank, an, ank, nk
• String kernel over sentences and texts

• Huge space but there are efficient algorithms
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Formal Definition
20

,  con 1

,  con

, substring of s defined by I

Sottosequenza di indici ordinati e 
non contigui di (1, … |s|)



Kernel tra Bank e Rank
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•Common substrings:

– a, n, k, an, ank, nk, ak

Notice how these are the same subsequences as 
between 

Schrianak and Rank



An example of string kernel computation
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Tree Kernels

• Cio’ che è stato mostrato per la gestione di sequenze 

(stringhe) nell’apprendimento di una SVM non dipende 

strettamente dalla nozione di sequenza, ma si applica a 

strutture piu’ complesse

• Alberi, che sono caratterizzati da un molteplicità sottosequenze, che 

corrispondono ai cammini radice-foglie

• Grafi, che sono caratterizzati da piu’ alberi, quindi da una maggiore 

molteplicità di sottosequenze
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Tree kernels

• Applications are related to text processing tasks 

such as

• Syntactic parsing, when SVM classification is useful to 

select the best parse tree among multiple legal 

grammatical interpretations

• Question Classification, where SVM classification is 

applied to the recognition of the target of a question (e.g. 

a person such as in “Who is the inventor of the light?” vs. 

a place as in “Where is Taji Mahal?”

or to pattern recognition (e.g. in bioinformatics the 

classification of protein structures)
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Tree kernels

• Details are in a separated lesson’s slides
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Kernel Lessicale Semantico

• I sistemi di Text Classification agiscono sulle rappresentazioni 

vettoriali d dei documenti d 

• Dato un documento d posso tentare di rappresentarlo in uno 

spazio dei concetti (cioe’ sensi secondo Wordnet) invece che 

nello spazio di parole (VSM tradizionale)

• Questo genera una immagine (complessa) dei sensi delle 

parole di d che chiameremo 

• Per apprendere da esempi d1 e d2 si può utilizzare una 

funzione della similitudine tra tutti i termini di d1 e quelli di d2, 

con un kernel (semantico lessicale) che calcola quindi
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Kernel Lessicale Semantico (2)

• La similarità tra due documenti, d1 e d2, è data dal 

kernel semantico SK seguente:

• dove s è una funzione  della similarità semantica in 

Wordnet tra due parole

• Una possibile scelta di s è data dalla conceptual 

density in Wordnet (vedi lezioni su WSD)
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Similarità tra documenti e conceptual density

su coppie di parole
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industry

telephone

market

company

product

Doc 1
Doc 2

OSS: in un VSM tradizionale la similarità tra i due documenti

sarebbe 0 perche’ non ci sono parole comuni tra Doc1 e Doc2!!
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Is it a valid kernel?

• It may not be a kernel so we can use M´∙M
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Summary

• La forma duale del problema di ottimizzazione di una SVM 

dipende solo dal prodotto scalare degli esempi di 

adddestramento e NON dalla loro esplicita rappresentazione 

vettoriale (come nel percettrone)

• Questo suggerisce di sfruttare questa proprietà per 

• Definire funzioni capaci di calcolare in modo il prodotto scalare a partire 

dalla rappresentazione originale

• Utilizzando quindi rappresentazioni (cioe’ spazi di feature) piu’ 

complesse(i) in modo implicito

• Tale ricerca di spazi linearmente separabili

• Mantiene le proprietà matematiche che garantiscono la minimizzazione 

dell’errore atteso

• Contiene la complessità del processo di training e di classificazione
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Summary (2)

• Affinchè una funzione K(.,.) sia un kernel la gram matrix 

corrrispondente deve essere semi-definita positiva

• Possono essere fornite anche semplici prove empiriche di tale 

proprietà sui data set di addestramento

• Sono state discusse: 

• Funzioni kernel di base (per esempio I kernel polinomiali di grado 2)

• Funzioni kernel dipendenti dalla struttura del task

• String (Sequence) kernels

• Semantic kernel
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